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摘 要
本文首先讨论度数为奇数的无向循环图的支撑树计 
数问题，给出其解析表达式及渐近结果，并给出一有效方 
法来计算支撑树数目。接着，本文还讨论了广义de Bruijn 
有向图的情况，特别给出一类特殊的广义 de B ruijn有向 
图的支撑树与欧拉环游数目的简洁表达式。由于叠线图 
的支撑树数目与原图的支撑树数目有密切关系，所以这 
两类囷的叠线图的支撑树数目也相应可以得到。
关 键 词 无 向 循 环 图 ；广 义 de Bruijn有向图；叠线 
图；支撑树；欧拉环游
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Abstract
This paper discussed the number of spanning trees in the undi­
rected circulant graphs with odd degrees，giving an analytic eppres- 
sion, an asymptotic result and an effective method to calculate the 
numbers. Furthermore, the paper discussed the case of generalized 
de Bruijn digraphs，especially providing a simple result expression on 
the number of spanning trees and Eulerian tours in a special kind of 
generalized de Bruijn digraphs. Since the number of spanning trees 
in iterated i^ie graphs are closed related with their original graphs， 
the numbers of spanning trees in iterated line graphs of above two 
special graphs can be thus obtained.
Key words undirected circulant graphs; generalized de Bruijn 
digraphs ； iterated line graphs ； spanning trees ； Eulerian tours.厦
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第一章引  言
在当今社会里，网络无处不在，如通讯网、运输网、输电网等,它们是人们 
的日常生活，甚至是社会的正常运转所不可缺的。而在实际中，由于种种原因， 
网络的线路或站都有可能出现故障，从而使网络的功能降低，甚至使整个网络 
失效。比如，通讯网的通讯线路可能被破坏, 导致连接在该线路上的两个站不 
能象以往那样通讯;通讯站可能因出现故障而停止工作，使得本来计划通过它 
转发的信息不得不改经其它站。我们称，在线、站有一定故障概率的情况下, 网 
络中出现某两个没有故障的站不能通讯的概率为网络的故障概率P ，而网络 
可靠性R 为网络中没有出现故障的任何两个站都能保持通讯能力的概率。显 
然，丑= 1  一 P 。我们知道最理想的网络是在某些站或线路出故障时，其它站仍 
能保持正常工作或保持通讯能力。所以在现实生活中，我们常希望网络可靠性 
尽可能高些。
抽象地说，网络可看成一个图。而图的支撑树数目大小对网络可靠性R 起 
重要作用。这在文献[1] 中第五章里已有详述,这里举例说明一下。
在图G 中,设 e 为G的边数，P为相等且独立的边故障概率(假设顶点的故 
障概率为0 )。/^ ( G )为图G 的边割集的个数，则可知
e
P { G 9 p) =  -  p ) - 4 (1)
*=0
e
R (G 9 p) =  1 -  — p y - { (2)
*=0
显然,/KG,  P)的大小主要由％，( i = 0 ,  1 , …，e)决定。我们易知，
Wj =  0, i 〈  A(G)
e]
rrii =  , i 〉 e — k +  1
i
lw — 1.
其中A(G)为图G 的边连通度,<的）为图G 的支撑树数目。至于剩下的mA， 
Wa+u…，? —般来说是很难计算的，J.S .Provan和 M .D .B a l l已证明这是
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所谓NP—困难问题。但我们可知其上界，
(e — n +  1) | (w — 1 ) ! T[ e  ^ ^  _
 i j ( 7 = l ) i  J x « e — n
可见，<作）对叫有很大的影响。在文献[ l ] 中我们还可知k g ) 对 的 上 、下界 
有重要影响，这里不再赘述。但值得注意的是，我们现已知当/>充分接近1 时， 
在顶点〃与边数e 固定的同类图p ( w，e) 中，支撑树数目越大的图，其网络的可 
靠性越强，当然当/>为任意在( 0 , 1 )内的实数时，这一性质并不一定成立，但一 
般来说，在较多的情况下，同类图P (〜 e ) 中，支撑树数目越大，网络的可靠性 
越强。这就使得研究图的支撑树数目显得非常重要。
在网络及多处理器系统中,我们常见到其模型图实际上是循环图或广义 
de Bruijn图或它们的叠线图(见文献[ 2 ]，[ 3 ]，[ 4 ] , [ 5 ] )因而许多学者着重对 
这两类特殊图做了较深入的研究。而本文也将讨论其支撑树与欧拉环游的计 
数问题。
以下叙述一些定义和已知结果。
( 1 ) 无向循环图。
一个图称为无向循环图,记 为 当 且 仅 当 它 的 n 个顶点能以某种 
方式用整数0 ,1 ,2广*,托一1 标号,且存在某*个正整数0 < 5 1< 今< 一<电
<  I , 使得对于所有的顶点i ，j  ( i j  =  0 , l , 2 n  -  1 )相邻,当且仅当i 一 j  
= 5 / (mod w), I =  1 , 2 , … , ifc0 
以下给出两个例子。
无向循环图与广义de B m ijn有向图的支撑树与欧拉环游的计数
C\*2
考察G ’2的邻接矩阵.•
CV
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r0 1 1 0 1 r  
1 0  1 1 0  1 
1 1 0  1 1 0  
0 1 1 0  1 1  
1 0  1 1 0  1 
、1 1 0 1 1 0J 
可发现无向循环图的邻接矩阵是由其第一行连续向右循环移动若干位置所得 
的矩阵。
对于图的支撑树数目的求法,我们已知有著名的Kirchhoff矩阵-树定理 
及 Feussner公式。这两个定理对任何无向图都是适用的,只是当图较大时，其 
计算量很大，且 当 顶 点 数 时 ，我们较难从其式子中直接看出其支撑树数 
目的渐近性质。无向循环图作为一特殊的图类,N. Biggs在文献[ 6] 中已给出 
了一解析表达式如下：
• n > -  e + … ) ] ,
»-i *—1
IX [2左 一 1 一 （一 iy -  2  ⑷  +  ^v')j， 為
)3C
其中
( 3)式也可表示为:
f 1
- E cos自
I
/
u
\
Ln
- 1
»*2
T
J
 .J.
-1I
2jSi7t\
<
JX卜 一  1 一 仝 cos叩 匕
我们发现( 3 )式中含有复数，而实际上tac” ，… 是一个非负整数，所以含有 
复数的表达式是不理想的。而 ( 4 ) 式中虽不含复数，却含有三角函数,其计算 
量与误差很大，也不是理想的结果。于是Yuanping Zhang等人在文献[ 8] 中利
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用 （3 ) 式，研 究 了 当 4  <  | • 时 K C ” ，…’” 的 相 对 于 n 的递归关系为：
(对 V 托 > 2 H ) 0 并给出了一些 K 0 ，...’”  在备V *=1 v
<  f 时的解析表达式。首先我们给出一些符号如下，假设
g h 、(,x )  — 2 k  — x 一气— x ~ ^  — — x 一气— —  ••• — x '  (5)
令 f  ⑷ = 一 h ' ，…，冬 (6)7  J w ” , # ; — (丨一工)2 叫
k 气一1
则 ⑷ = S - l  2 工) )2 (7)*=1 j=0
文献[ 8 ]中还讨论了多项式私 ,v „ C O 的根的性质，得出以下结论：
… ，、的最大公因式g c d h A , …，S*) =  1 时，：/ ^ ，…，^ ) 的任一根《的模不为 
1，即 |«|  ^  10 ( * )
进而可知 , 当 0 < & < 句< 0 “ < 4 < | 时，
气一1
t i d ’、’… = (―1)(^-1)(-1)  - _ — J f  (1 一 《）（1 一  c C )  (8)
J i=\
由此，陈协滨在文献[ 9 ]中证明了当0 < &  <  & < … O *  <  j , 且 g c d h ，为, 
•••，电）= 1  时 ，
w  ( 一  w  — o o  (9)
J w .,气、丄夕i=i
其中f w w O c ) 的根为〜巧 , … , ^ ^ ，0^ 1 , 0^ 1，…，0^ 々 h i  >  1 。
至此A  <  f 的无向循环图m 的支撑树数目问题已讨论较清楚，而电
= f 时的情况却未涉及到。本文将着重对其讨论。
( 2 )广义de Bruijn有向图。
广义de Bruijn有向图是一类由Im ase和 I to h引入的有向图，它描绘一类 
具有优良性能的网络结构，并以de B ruijn图为其特例（见文献[ I 3] ，[14]， 
[1 5 ] )。广义de Bruijn有向图包含两类有向图,一类是(^ (w，< 0，其顶点可标
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号为0，1，…，w — l ，其中其弧集是由以下弧构成的：
i - ^ d i  7*(mod n) , 0 ^  t ^  n — 1, 0 ^  r ^  d — 1.
另一类广义de Bmijn有向图是G/(R, d ) ,其顶点标号同GB(n， d),其弧集是 
由以下弧构成的，
i ~ d (w 一  1 一  0 + 7 * (mod 0 ^  i ^  » — 1 ， 0 ^ r ^  一  1
另外，我们定义任意两个正整数》与4 的相关分解为存在正整数2 1 , 和 f ,使 
得：
( 1) it =  uv  ^ d =  st
(2)  3与〃有相同的素数因子（《的每个素数因子的重数有可能不同于8的 
相应素数因子的重数)。
(3)  w与< 的最大公约数gcdOM) =  1，《与的最大公约数gcd(v，eO =  1。 
则我们叫这种分解为n 与 d 的相关分解，且可知这种分解是唯一存在的。
关于广义的de Bruijn有向图的支撑树数目和欧拉环游数目，李学良与张 
福基在文献[ 1 1 ]中给出了其解析表达式。
假设W d = 沒为》与 4 的相关分解, W(/> ) 为有向图D 的欧拉环游 
数目。当w =  l 时， 、
KGB(n，dy> w - 1;
t ^ Gi i n，n 一  d')') =  (ji 一  d )*-1 ；
* N (G BCn,d))= 丄 — 1)!)"； (10)n
iV(G/(w,» — d ) ) = 丄 (ra — d Y ~ l {{n — d — 1)1)" '
当 时 ，
m
t ( GB(7t，d ) )  — w^ ；
»=i
m
t ( G/ ( n yn 一  d ) )  =  (« 一  d JX (n — ^
»=i
<
i V ( G s W ) ) = 丄 - w ^ H d d  — 1)!)*;
n »=i
N (G/(»,w — ^ ) )  =  一(w — <0、J J ( W —  ^ ~  d — 1)1)*
71 »*=i
(11)
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其中m =  ，即m 为最小正整数使得P  = k v  +  l 9k 为一任意整数;A(1 <
w ) 为 1 的 tw次根，且％ =  1;
n — g m i i  =  0)
一 i  + 士 （i =  D
^：^ j 9 j wT~j (2 w)
i=i
其中 =  gcd(r«, A — 1),  1 ^  ^  rw , d l =  k{n +  Aiy 0 <  K  w — 10
我们发现,上述表达式在〃 >  1 时是含有复数的,而通常我们希望给出不 
含复数的表达式。在本文中，我们找到了一类特殊的广义de Bniijn有向图，其 
支撑树与欧拉环游数目是有不含复数的简洁明确的计算结果的。
( 3 ) 叠线图。
有向图Z) =  0；，> 0 的线图L(Z))定义如下4 的所有弧构成L(Z))的顶点 
集，即 ” (L(Z))) =  {uv\ {uyv) e A } ^ L { D ) 中，要从顶点奶连接到顶点扮2， 
当且仅当V =  W 0
由此可定义r a > )  =  p ,  Z/+1( D ) = 厶0 / ( / ) ) ) 八> 0 , 从而得到叠线图。 
我们知道当^ 为有《个顶点的&正则有向图， 表示为^ 的r次叠线 
图时，有
KLr(Z))) =  knkr- nt (D)  (12)
同理，我们可类似地定义无向图G 的叠线图，且我们知道当G为W个顶点 
的 k 正则无向图,Z / (G )为 G 的 /•次叠线图时，有
t a r(G))  =  ( 2 « 如*[立(2<-W+1) - 。(吾)、…） (13)
由此可见叠线图的支撑树数目与原图支撑树数目的密切关系。厦
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第二章无向循环图
以下将是本文的研究结果。
首先讨论4  =  | 时的无向循环图。
相关符号定义同前面所述。
定理1 设 O C q C ^ 〈 … < 备= 号 ，C f ’、 是一个无向循环图， 
令
必w  ••,、-!(:) = 夕 + 2 ;
== 一 )
C O的所有根可表示为：
Ai，卢 卢 其 中  IaI > i y i  =
且可得
= ( ^ - " >W] J [ ( ^  +  1 ) ( ^  +  l ) ] ' f f [ ( l  -  4 X 1  一 o f f ) ]  
4及  i=1 i=1
*«i
其中以 1,务，…，％•广I ’C 1，运^1，…，< 上一1 是 / v v (名）的根。
证 明 当灸= | 时，由(3)式我们可得
麟 ，v . ’” =  I f f  [2卜  1 -  (一 i y  一 +  « 〜 ) ]
(eO +  1 - ( ~  IV ]
n
= l X X [ 《v v . ，、- i (e ) 0  +  2] • X I《vv . . .，、、1(e20  (14)
71 i»l i=l
因为灸4  <  f ，所以由(3)式可知
• 7*
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k c w •〜 ）= 扭 〜 , " 〜 (幻
j= i
结合( 8 )式可得
1 V 7
j = i
^-i_i
= (一 i ) (气- w - 1〉- — - t t t  I T  a  一《 ) ( i  一 «r"> (15 )了气,气，…，气一i父u  »=i
(其 中 的 根 ）
我们注意到e =  exp^ ^ , 若用# 代替(15 )式 的 ■相应地代替(15)
Y
式的W，就可得
| - 1
TT g ( g2i)
i J=1
IL ^_- i
= (一 - — —^j t s  T l (1 一  一 °r ? ) (16)
相似地可得
n —1
f  f  灯、,、’…〜 (e))
U X w - A 2』- 1) =  ( — i ) i (  T P 叫 〜 ^ -------------------- (17)
j= l  i = l  2
11^*1,«2,...’'-1(£幻）
> = 1
现讨论W O O 的根的性质：
显然由定义，V( l )  =  — 2 ,^ ( 0 )  =  1。若丨《丨= 1 ，则我们把它表示为
a =  cos 沒 +  tsin0
则
i - l
= 找 一 2 X)cos u 沒）
*=1
因为 |C 0 S ( 5 ^ )  | <  1 ，且
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*-i
^  2k — 2 ^  I cos (砂）| ^  2
为方便, 以下用V 0 0 代替、 ，•••〜 0 0 。所以w(«)  ^  0，这
就意味着若7 ( « )  =  0，则 |« 1參 1，即 的 任 一 根 的 模 不 为 1。
另一方面，我 们 注 意 到 =  x ( X ) ，这就意味着若《是V 0 0 的
一个根，则+ 也是V 0 0 的一个根。
Cc
令
W (x )  =  (x — a) (x — a~l>)Wi (x )
通过计算，可得
^ ( 丄）= x - ^ - ^ W ^ x )
X
以此方式继续计算，我们可发现《与士做为V 0 0 的根总是具有相同的重数。CJq
因此V 0 0 的所有根可表示为
卢1，卢2，… ，A y  ，其中 IAl >  i , ; =  ^ ，…，灸—丄
且
W {x)  =  J J  [(a: — Pi){x  — O ]
i=l •
因此
n ' ，v..〜 (y) =  n i t w —齡 3— r ) ]>=1 j =l  i=l
因为 e =  exp M i f  (A — A  = 穴一 1 ，所以
h - %
因此
TT^ (e») =  TT ■(灼— ^ ( d
n 、 ’v . . 11 (爲— D O T 1 — 1)
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= _  i l l  (穴— 以 P T  一 1 ) (18)
L »=i
即
| - i
(fi2i) = - -  D( /?rf  — l )  (19)
通过计算又可得
m
2
( - 1)M T l e2i一 0 〜 1 =  (― 1如 -1_1) (20)
结合式(17 ) (18 ) (19 ) (20)计算可得
n
1 气一1
H A ’v 一D =  (― +  D (A rt  + 1) (21)
>=i *=1
又由定义，我们知道
i - l
f VV...,Vl ⑴ =
«=1
所以结合式(1 4 )，（16 )，(21)，我们最终可得
K m ’…
= +  DCArf +  [ ( i  -  4 ) 0  一《r f ) ]
4以  i=1 i=1
i=l
□
引理 1 (文献 [10] ) 当 gcd (5i, w * )  =  d ^  l ,gcd(«,  <0 =  1 时， 
CJ’V l 与 …4 是同态的，且
•々 ⑷ = TT^VV « 2)
j=i j=i
定理2 设 0 < 句 <  勿 <  … <  st =  是一无向循环图。
(1) 当 gccKsuSz，*",^—0  =  1 时，
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其中Pi， i =  1，2 , … ,為- i ,是、 , O ) 的模大于1 的根;而味，i =
為-1 — 1 是 的 模 大 于 1 的根。
(2) 当 >  1 ,且gccKsi,》，* " ,灸) >  1 时，
t(C> 〜…，”  = 0
( 3 ) 当 g c d h ，匆，…，灸_i )  =  d > =  1 时，
w \ 今- 1 一1 n
t i C W ，'、〜(一 l ) f (宁 一 ■ i=T, X2U ^  TT ( < ) ^  =  2电一00)
其中A , i =  1，2 , … ,电一!是、 ’Y K  (X ) 的模大于1的根，而< ，i =  1，2,…， 
■y1 — 1 是 的 模 大 于 1 的根。 
证 明 当  0 < s i < < % 0 ” <5ifc =  '|•时
( 1 ) 若 gcd(负,勿，…，灸 =  1，则 g c d h ，灸，…，灸）= 1
由定理1 可知 
《( q ’v …
= (一 +  m p n  +  D ]  f l  C(i — 4 ) ( i  -  «r?) ]
4没  i=1 i=1
»=1
由前面的结论（* ) 可知，f w 〜 o o 的所有根的模都不等于1,所以我们可 
重新排列:fVSz, . . 0 0 的根使得丨认| >  1，i =  1，2 ，… — 1。
且观察式( 7 )，我们可知当X >  0 时,：fV32，…& ⑷ 〉 0，所以U '
的根或者是负数或者是复数。并且, 因为f w J ) 为实系数方程，若《是 
0 0 的一个复数根，则^也是:^ 4 , . . . , ^ 0 0 的一个根，显然 I冽= l«lo
所以有
(1 一丨)(1 一洁）= 1  — 2 6 +  |«|* (这里6 是 d 的实部）
若《是一个复数根且| « | > 1 ，则
i  —11 v i  一 2L( 1 一 a? ) ( l  — 成）〜 (w — oo)
•  11 •
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无向循环困与广义de Bruijn有向图的支撑树与欧拉环游的计数
若《是一个复数根且丨《1 < 1 ，则
(1  — a” （l — 〜 1 , (w 一 oo)
若《是一个实根且《<  — 1，则
i  £(1 — a芝）〜一a2 , (74 — oo)
若 a 是一个实根且一 1 « 0 ,则
( 1 一 0^  ) 〜 1, (7i -*► cxd)
综上，我们可得
气 -1  一  1 1 一 1
I T  (1 - 4 ) ( 1  - o T 量）〜 I I  ( - 4 )， U  — oo) (23) 
•=1 »=1
其中所有|以| >  U  — 1 .
相似地考虑i f  (嫜 +  D (A _f +  1 ) 。若A是一个实根且1^1 <  1 ，则 
»=1
+  1 〜 1, (w -> oo)
若A是一个实根，且 I A I > 1 ,则
炉 +  1 ■〜 •炉、 (W — oo)
若A是一个复数根，且 则
+  1 ) 0  +  1 ) 〜 1 , (w — oo)
若A是一个复数根，且 | 丨々> 1 ，则 
+  1)(芦 +  1 ) 〜 筛 、 (W 4  oo) 
因此综上可得，
h-1 h-\
T T ( ^  +  1 ) ( a 3  +  1 ) 〜 TT^ ， （w — oo) (24)
$ = 1  i = l
其中 Iftl > l , i =  1，2，…，為- i  
最后结合式(2 3 ) , (2 4)，可得
气- i ^ 一 ！一 1 n
K 0 ’*2’".’、）〜 k-i  ~ T l ^  H  喝， （W — oo)
4 2  广 1 i=1
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